NUMEROS COMPLEXOS

Este conjunto surgiu da necessidade de resolver

radicia¢cBes do tipo :

ﬁ; ﬁ; 109/_71; V=9

1. Unidade imaginaria

i2=-1

E o nimero i, tal que:

2. Definicdo de um namero complexo

E todo nimero do tipo:

z=a+b.i

a € R, a = parte real do complexo;
Onde: { b € R, b = coef. da parte imaginaria;
i = unidade imaginaria,

C={z| z=a+bi,acRebeR}

€ 0 conjunto dos nimeros complexos.

3. Imaginarios puros
z=a+bi,sea=0eb=0, entdo z = bi

(é um imaginario puro).

4. Numeros reais

z=a+bhi,seb=0entdoz=a

(é um numero real; logo, todo niumero real é complexo).

5. Conjugado de um nimero complexo

Se

Zz=a+bi entdo w=a—bi

Onde w € o conjugado de z.
1. Propriedades

a) Zl+22 ZZ_1+z

b) ZyZy=21-Z,

c) Zn=(2>n
z Z, _
d) (—1J: =1 onde Z, #0
Z
2 2

6. Igualdade de complexos

{21=a+b.i_ = z1=z,&a=ceb=d
Z,=c+d.i

7. OperagBes com nimeros complexos
Sendo: i = unidade imaginaria

z=a+bh.i e w=c+d.i
Temos as seguintes operacoes:

7.1 Poténcias dei

0_i4_i8_12_16_ _,
2_i6_10_ _ 4
3_:7_i11

Ou seja, s existem quatro possiveis valores para as
poténcias de i:

@ -1, i;-i)

Para calcular tais poténcias, basta dividir o expoente por 4
e trabalhar s6 com o resto, por exemplo:

7.2 Adicéo

z+w=(a+c)+(b+d).i

7.3 Subtracéao

z-w=(@-c)+(b-d).i

7.4 Multiplicagéo

z.w =(a+hi).(c+ di

(a.c — b.d) + (ad + c.b).i

Ou, efetua-se a multiplicagcdo de complexos
aplicando-se a propriedade distributiva da muItig)IicaQéo
(abrem-se os parénteses) e usa-se o fato de que i = -1.

7.5 Divisao

z = (at+bhi) . (c=di
W (c+di) (c—di)

Assim, obtém-se o quociente de dois complexos
multiplicando-se o numerador e denominador da fracdo
pelo conjugado do denominador.



8. Representacao gréafica do complexo
O nimero complexo z=a+bhi,ae RebeR,é

representado pelo ponto P de coordenadas (a; b) no
plano de Argand-Gauss.

Ay

\ @ >

a > X

| z | =QOP
8.1 Médulo

17| =[a+bi|=va? +b2

E um numero real que representa a distancia do
afixo de Z & origem O do sistema de coordenadas.

8.2 Argumento

E o angulo a determinado pelo eixo real Ox e o
segmento OP, medido no sentido anti-horario a partir do
eixo real.

a b
Cos 0= — sen o= —

Z Z

9. Formatrigonométrica

z=a+bi & z=|z|.(cosa+i.sena)

10. Operacg8es naforma trigonométrica

Sendo  Z =py(cost; +i.sen6, )

% =p2(00592 +1 .senez)

10.1 Multiplicagéo

Zy-Zy=p -pzlcos(ﬂl +92)+i.sen[91 +82)J

10.2 Divisao
7 .
%:g—;[cos(el —82)+1.sen (91 —92)]

10.3 Potenciacdo de complexos (12 formula de “De
Moivre”)

7" =pMcos (n.0)+i.sen (n.0)]

Onde, n pertence aos Naturais

10.4 Radiciagao de complexos (22 formula de Moivre)

Seja z=p(cosO+i.send) e o nimero natural n (n >2),
entdo existem n raizes enésimas de z que séo da forma:

r\]/E:Zk C}an =7
Zy = Q/E[cos (wjﬂ.sen (%ﬂ

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Considere a funcdo quadratica f (x) = X° + X cos a +
sen a.

a) Resolvaaequagadof(x)=0paraa= 371: .
b) Encontre os valores de a para os quais 0 numero

complexo %-f-gi € raiz da equacao f(x) + 1 = 0.

SOLUCAO
a) X2+xcos%7E +sen 37“:0 L x*=1=0
L x=+1 > S={1,1}
b) x*+xcosa+sena+1=0
» ) . 1 .3
Sendo os coeficientes nimeros reais, se - +i~> ¢é

raiz, entdo também é.

Assim, da soma e do produto das raizes, temos:

1 .43 1 .43
Zi—

Z—j—=—-cosa

2 2 2 2 . {COSOLZ—l
o o

1+i£ l—iﬁ =sena+1 sena

2 2 |2 2

De onde se conclui que:
a=m+h 2n,h ez

2. Dado um ndmero complexo Z=X+Iiy, o seu
conjugado é o nimero complexo Z =X —1y.

a) Resolva as equacdes: Z.Z =4e (z)} =z%.

b) Ache o0s pontos de interseccdo dos lugares
geométricos que representam as solucdes dessas
equacbes

SOLUCAO

a) Sejaz=x+yi,comx,y e R. Entéo

nhzz :4<:>(x+yi)(x—yi):4<:>x2+y2:4e
N (2)°=2" & (x—yi)’ = (x+y)* &
<:>x2—2xyi—y2:x2+2xyi—y2<:>4xyi:0<:>
<SXy=0<x=00uy=0

Assim, as solucdes (1) e (Il) sdo dadas, respectivamente,
por

Vi={z e C|z=x+yiex2+y2=4,x,ye R} e
Vy={zeClz=aouz=uqaioacR}



b) Os pontos de intersec¢do séo as solucbes do sistema

. (x=0ey?=4) |x=0ey=+2)

X“+y =4

(X0 o y=0)<:> ou =N ou
(y=0ex?=4) |(y=0ex=1%2)

Assim, os pontos de intersecc¢do sédo (0,-2), (0,2), (2,0)
e (2,0).

3. Sez=(2+1i)-
sera dado por

(+1i)-i ,entdo, o conjugado de z,

SOLUCAO

z-(2+|2(1+|) |92—(2+2|+|+|) i>z=(1+3i)-
z=i+3i" >z=-3+i.

Logo o conjugado de z € -3 - i

QUESTOES PROPOSTAS

1. O ndmero complexo (1 + 3i) -2, gquando expresso na
formax +yionde x,y e R, éigual a:

a) 1-9i

b) 0,08 +0,06i
c) —0,08-0,06i
d) 0,01-0,09i

2. Se i € a unidade imaginéaria, a expressdo complexa
7+3i 3 5i

1-i 1+|

éigual a:

a) 1+6i
b) 1+i
c) 4+i
d 1+4i

3. O valor de a, no intervalo {0%} para o qual o

ndmero complexo x = cos a + i.sena é tal que x2 =

1 ‘/_ .1, satisfaz:
2
a) Tca<l
3 2
b) E<a<E
6 3
T T
c) —<a<—
6 4
d) 1<a<E
10 5

4. Os valores de p e q para 0s quais a unidade
complexa i € a raiz da equagédo x3 + px2+x+q=0
satisfazem a condi¢&o:

a p+q=1
b) p+q=0
c) p-q=0

d 2p+q=0

5. Sei= \/I entdo o quarto termo no desenvolvimento
de(1+i)é:

a) 15i

b) —15i

c) 20i

d) —20i

6. O mddulo do complexo 1+2i+i(1-i )—1i é:
+i

a) J2

b) /3

C) J5

d) 1

7. Se a soma dos valores complexos z + 27 +3z2+4z2
6320 + 28i,onde z é0 conjugado de z, entdo:

a) z=10-2i
b) z=10+2i
Cc) z=32-14i
d z=32-2i

8. Os valores dos nimeros reais a e b, de forma que o

. 1+ —
namero complexo 1— seja igual a a + bi, séo:
a) a=0eb=-1

b) a=1eb=0

c) a=0eb=1

d a=-1eb=0

9. Seja o nimero complexo z = 114 1192 4 1108 4 110 4
1'% 1'% calculando-se 7%, obtém-se:

a) —2i

b) 2i

c) —1+i

d) 2-2i

10. Para que (5 — 2i) (k + 3i) seja um nimero real, o valor
de k deverd ser:

2
a JR—
) 15
2
by —-=
) 15
15
C —
) 2
d) 0

11. Sabendo-se o complexo z = a + bi satisfaz a
expressé@o iz +2z =2i— 11, entdo z2 é igual a:

a) 17— 24i
b) 25— 24i
c) 25+ 24i
d) 7-24]



12. A representacdo cartesiana dos nameros complexos
1+2i,—2+ie—-1-2iséo vértices de um quadrado.
O quarto vértice desse quadrado corresponde a:

a) 1-i
b) 2—i
c) 1+i
d 1-2i

13. Um complexo z possui médulo igual a 2 e argumento

% .Sendo zo conjugado de z, a forma algébrica de
z é:

a) 1-+3i

b) 3-i

c) 3 +i

d) 1+ 3

14. Os vértices do retangulo sombreado da figura abaixo
representam os nimeros complexos p, g, r € s.

Im (2)
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! i Re(2)
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1 1
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Pode-se afirmar que p + g + r +s € 0 niUmero complexo:

a) —i

b) 1

c) O

d) 1+i

15. Sobre o nimero complexo (1—i)'°®
que:

, pode-se afirmar

a) éum namero imaginério puro;
b) é um numero real negativo;

c) tem modulo igual a 1;

d) é um ndmero real positivo.

16. Sabendo que x € um nudmero real e que a parte

+1 ~
- € zero, entao

imaginaria do numero complexo
X+2i

X é:

a) -4
b) 1
c) 2
d 4

17. Seja z o nimero complexo Lfl ,emquei= J-i.
Entéo, ZL , €
2" -Z
a) -2
b) -1
c) 1+i V3
d 1

18. Sejam p o produto das raizes da equagdo complexa
Z° =i e q asoma das raizes da equagdo complexa
Z°+(2+i)z + 2i = 0. O valor do produto p.q é:

a) -2i—-1
b) —2i +1
c) -2i+2
d) -2i-2

19. Se z = x + yi é um nimero complexo, onde X e y sao
nameros reais, define-se o conjugado de z como
sendo 0 nimero Z = X — yi . Considerando os
nameros z;, =2 + 3i, 2z, =5+ 7ie z3=3-5i, 0
resultadode z;,.Z,+2,.Z23 — Z1. 23 €:

a) 20 + 66i
b) 20 — 55i
b) 10 — 66i
c) 10 + 55i

20. Para os niumeros complexos z = 3 + 4ie w = 4 — 3j,

. Z W ..
onde i = -1, asoma =+ éigual a:
w z

“O homem comeca a morrer na idade em que perde o
entusiasmo.”
BALZAC

GABARITO




